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GYOKVONAS AZONOSSAGAI

Definicio. Egy pozitiv valds szdam n-edik, pdros kitevdjd gyéke az a pozitiv valés szdm,
amelynek a n-edik hatvanyo oz eredeti szam. Egy valds szdam n-edik, pdratlan kitevdyd
gyoke az a valds szam, amelynek a n-edik hatvdnya az eredeti szdm.

Tétel. Az n-edik gydkvonds azonossdgas.

1. Szorzat n-edik gyoke megegyezik a tényezék n-edik gyokének szorzatdval. Va-b =

2. Egy tort n-edik gydke egyenld a szdmldalo és a nevezd n-edik gyokének hdnyadosdval.

J(8) - ://i ahol (b # 0).

3. A gyokvonds és a hatvdnyozds felcserélhetdek. ({L/&)k = VaF, ahol k egész,

4. Tdbbszdros gydkvonds esetén a gydkkitevdk szorzatdval képzett gyokkitevdvel vonunk gyo-

kot. Y/ X/a = "a, ahol m egész és m > 2
5. A gyokkitevd és hatvdanykitevd bévithetd és egyszerisithetd. V/a™ = amk

Bizonyitds. 1. Va-b = {/a - ¥/b Emeljiikk n-edik hatvanyra mindkét oldalt. Ekkor a bal
n

oldal (¥/a - b)™ = a-b, a jobb oldal pedig /a- Vb= ({/a)" - (¥b) = a-b, a hatvanyozas
azonossagai és az n-edik gyok definicidja alapjan.
- )4

G T
Emeljiik n-edik hatvanyra mindkét oldalt. A bal oldalra ekkor: ( o (Z)) - % A jobb
oldalra pedig, (f) = (\n/&)n -2

Vb (V)" b

3. ({/a)" = VaF Emeljiik n-edik hatvanyra mindkét oldalt. Az allitas bal oldala: ((/a)")" =
ak. A jobb oldal: (Vak)" = k.
4. ¥/ %/a = "/a. Emeljiik n-edik, majd m-edik hatvanyra az allitds mindkét oldalat! A
bal oldal: ((¥/ %/a)" )m = (%/a)™ = a. A jobb oldal: (("/a)")™ = ("/a)"™ = a.

5. ¥/am™ = "/a™F Emeljiik n-edik hatvanyra a bal és jobb oldalt. Bal oldal: (/a™)" = a™.
Jobb oldal: ( "Vank)" = Vamk = o™

O
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VIETE FORMULAK

Tétel. Ha az ax® +bx +c = 0, (a,b,c,x € R és a # 0) egyismeretlenes mdsodfokii

egyenletnek van megolddsa a valds szamok halmazdan és valds gyokei x1 és x2, akkor
b

c
T1+xg=—— €ST1 -Tox = —.
a a

Bizonyitds. A masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan:
A két gyok Osszege:

—b+\/b2—4ac+—b—\/b2—4ac_(—b+ b2 — dac) + (=b — /b? — 4ac)

T1+r2 = 2a 2a 2a -
B —2b _ b
24 a

A két gyok szorzata:

—b+ Vb2 —dac —b— Vb2 —4dac  (=b+ Vb —dac)(—b— Vb — dac)

= 2a 2a 2a - 2a B
b — (b* — 4dac) _dac ¢
N 4a?2 - 4a2  a’
O

Példa. Tekintsiik az 2 — 2z — 15 masodfoki egyenletet, melynek gyiikei z1 és zo. A fenti

b 2 —15
tétel allitasa szerint 1 + 19 = —— = —— =2 és x1 - x9 = C_T0 15.

a 1 a 1
Melyik az a két szam, amelyre ez teljesil? x1 = —3 és 90 = 5
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SZAMTANI ES MERTANI KOZEP KOZTI OSSZEFUGGES

Tétel. Két (nemnegativ) szdm mértani kézepe nem nagyobb, mint ugyanezen két szdm

_ L a+b
szamtani kozepe. Azaz a,b nemnegativ szamokra, va - b < .

A két bizonyitas koziil elegend§ az egyiket megtanulni.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy 0 < (a — b)2 mindig igaz.
Bontsuk fel a zardjelet.

0<a®—2ab+ b2

Adjunk mindkét oldalhoz 4ab-t.

4ab < a? + 2ab + b>

A jobb oldalon ismét egy teljes négyzet all. Ezért:
4ab < (a + b)?

Osszunk le 4-gyel.

(a+b)?
< 2T
a-b< 1

Mivel a és b pozitiv mindkét oldalon pozitiv szam all, ezért gyokot vonhatunk. Igy kapjuk:

b
va-b< a4 —21_ . Ami a bizonyitando allitas volt.

Az egyenl@ség akkor kivetkezik be, ha a két szam egyenld. O

(Miért pont a 0 < (a — b)*-bél indultunk ki? Az okoskodas forditott iranya:

(a +b)?

a-b< . Felszorzas és a zardjel felbontésa utén. 4ab < a? + 2ab + b? Nullara

rendezve. 0 < a® — 2ab + b? Vegyiik észre, hogy a jobb oldal egy teljes négyzetet kaptunk.
0 < (a— b)2, ez azonban mindig igaz. Mivel végig ekvivalens atalakitdsokat végeztiink
ezért, a kiindulo allitas is igaz volt. )
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Bizonyitds. A tételt geometria tton is bizonyithatjuk. Legyen adott két a illetve b hosszu-
sagu szakasz. Vegyiink fel egy a+b = AB atmérdji kort. Az a és b szakaszok D talalkozasi
pontjaban emeljiink merslegest az AB atmérdre. Igy kapjuk a C pontot.

Thalész-tétele szerint az ABC haromszog derékszogi. Ebben az AB atfogéhoz tartozo C D
magassag a magassag tétel értelmében mértani kézepe az AB atfogd két szeletének, az a
és b hosszusagu szakaszoknak. Ez a C'D szakasz pedig nem lehet nagyobb a kor sugardnal,
az OT szakasznil, amely a két szakasz szamtani kdzepével egyenld. O
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HURNEGYSZOGEK TETELE

Definicio. Azokat a konvexr négyszigeket, amelynek oldalai eqy kér hirjai, hirnégyszognek
nevezzik.

Tétel. Egy négyszog akkor és csak akkor hirnégyszdg, ha szemkiozti szdgeinek dsszege
eqyenld.

Bizonyitds. A tétel két allitast tartalmaz:
1. Ha egy négyszog htirnégyszog, akkor szemkozti szogeinek 6sszege 180°.
2. Ha egy négyszog szemkozti szogeinek Osszege 180°, akkor az a négyszog hurnégyszog.

Els6ként az els§ allitast bizonyitjuk.

Kossiik 0ssze a négyszog két szemkozti cstucesat, B-t és D-t, a kor kézéppontjaval. A ke-
riileti és kozépponti szogek tétele értelmében a BAD keriileti sz6ghoz () tartozé BOD
kozépponti szog ennek kétszerese (2a). Ugyanigy, a BC'D kertileti szoghoz () tartozo
BOD kozépponti szog ennek kétszerese (27)

Mivel 2a 4 2y = 360°, ezért o + v = 180°.

Ezutan azt fogjuk bizonyitani, hogy ha egy négyszdg szemkozti szogeinek Osszege 180°,
akkor az a négyszog hirnégyszog, tehat van a csiicsain atmend kor.

Tekintslik az ABC'D négyszoget, amelynek szemkozti szogeinek dsszege 180°. Vegyiik a
mellékelt abrat, o+ = 180° Kdssiik 6ssze az B és D csticsokat, azaz az « és a v szogekkel
szemkozti atlot. Hazzuk meg az ABD haromszog koréirt korét. Ilyen mindig van.
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Azt még nem bizonyitottuk, hogy ez dtmegy-e a negyedik C' cstcson. Jeldljiik ki ennek a
korivnek tetsz6leges P pontjat a B és D pontok kozott. (A BD 4tlo azon oldalan, ahol a
C pont van) Az ABPD négyszog htirnégyszog, ezért a P cstucsnal 1év6 szog az a kiegészits
szoge, tehat a BPD = .

(Mivel az Osszes olyan pont, amelybsl a BD atlo ~ szog alatt latszik, a BD atlohoz
tartozo szimmetrikus latokoriveken van, ezért a C pontnak szintén ugyanezen korivek
valamelyikén kell lenni. Csak az a koriv johet szoba, amelyik a BD atlonak az A cstuccsal
ellentétes oldalan van. A masik latokoriven nem lehet, mert akkor az ABCD négyszog
nem konvex, hanem konkav lenne.) O



