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BINOMIALIS TETEL

Tétel. Ha a és b tetszdleges valds szamok és n pozitiv egész szdm, akkor:
(a+0)" = (3)a™ + (Da" "' + ...+ (1)a™ 0" + ...+ (") ab" 4 ()b

A tételben szerepld egyiitthatdkat binomidlis egytitthatoknak nevezzik.

Bizonyitds. Tekintsiik a hatvany szorzat alakjat.
(a+b)"=(a+b)-(a+b)-...-(a+b)-(a+b).
n db

A szorzas elvégzése soran minden lépésben ki kell valasztani k tényez6bdl az a tagot, és a
maradék (n — k) tényez6bdl a b tagot, és ezeket dssze kell szorozni, igy a szorzat a¥b"—*
lesz. Hanyszor szerepel ez a tag? Kz a tag annyiszor szerepel, ahdnyszor az n szami a
kozil k szamu a-t valasztunk és ez éppen (Z) Ha minden lehetséges 0 < k < n esetben
igy jarunk el, a tagokat kifrva:

(a+b)-(a+b)-...-(a+b)-(a+b) = (§)a"+ (1) a" 1o +..+ () a4+ (", )ab" 1+ (7) b -t
kapjuk. O

Példak.
A binomialis tétel segitségével végezziik el a kobre emelést.

(a+b)°=()a® + (3)a* 1ot + (3)a® 2% + ()b = a® + 3a%b + 3ab® + b°
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SZINUSZ TETEL

a-b-siny

2

Tétel. Hdromszog teriilete két oldalbol és a kézbezdrt szdg ismertében: T =

Bizonyitds. Legyen adott ABC haromszog két oldala, a és b, valamint az 4ltaluk kézbezart
v sz0g. Két esetet vizsgaljunk:

1. v hegyeszog.
2. v tompaszog.

Mg

a-m
A haromszog teriiletét a szokasos T = Ta képlet szerint szamitjuk.

Most itt adott az a oldal, de nem ismert az m, magassidg. Adott viszont a b oldal.

a

Az ACT derékszogti haromszogben siny = m?
Atrendezve: m, = b - sin~y. Ezt behelyettesitve a teriiletképletbe kapjuk, hogy

a-b-siny

2
Mivel siny = sin (180° — ), ezért ez az Osszefiiggés fiiggetlen attol, hogy a 7 szog hegyes,
vagy tompaszogu.

T:

O
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Tétel. Bdrmely hdromsziogben az oldalak ardnya megegyezik o veliik szemkozti szdgek szi-
nuszdnak ardnydval. a :b:c=sina :sin [ : sin~y

Bizonyitds. Irjuk fel a haromszog teriiletét a trigonometrikus teriiletképlettel kétszer.
a-c-sinf8  b-c-sina

2 - 2
Egyenletrendezés utan a kovetkezst kapjuk:

a sina
b sinp
Ugyanez elvégezhetd a haromszog tobbi oldalparjara is. O
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EULER EGYENES

Tétel. Bdarmely (nem szabdlyos) hdromszégben a hdromszog magassdagpontja, M, a sily-
pontja, S €s a koré irt kor kézéppontja, O egy egyenesbe esik, mégpedig gy, hogy a sulypont
a mdsik kettd tdvolsdgdt harmadolja és a koré irt kér kozéppontjihoz van kozelebb. (Sza-
balyos hdromszdg esetén a hdrom pont természetesen egybe esik.)

Bizonyitds. Legyen az ABC egy nem szabélyos haromszdg. Legyen a haromszog koriilirt
korének kozéppontja O, silypontja S. Ezek meghataroznak egy egyenest. Adjuk meg A,
B és C pontok helyét az O-bol inditott vektorokkal:

OA—=a, 0B=5 0C=¢

Ekkor a haromszog sulypontjaba mutaté vektor:

e pi_dtbte
=05 ==

Legyen P pont az dbran lathaté mdédon olyan, hogy p vektor az § vektor haromszorosa
legyen:

F=0P=3.5=3. —di+b+2

G+b+¢
3

Flegend§ belatni, hogy P a haromszdg magassagpontja, hisz ekkor igazoltuk az allitast
(M, S és O egy egyenesbe esik, és S az MO O-hoz kozelebbi harmadolépontja).E_h)hez azt
kell igazolni, hogy ﬁ 1L 1@ mert akkor hasonlé modon igazolhaté lenne, hogy PA L B?
és PB 1 AC.
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Ha ]@ 1 E akkor e két vektor skaléaris szorzata 0 kell legyen. Tekintsiik ezt a skaléris
szorzatot.

PC-AB = (6—p)-(b—d) = (@~ (@+b+d) - (b—d) = (@—a—b-0b—-a) =
(=G —b)(b— @) = @ — b2

Tudjuk, hogy a2 = |a|> = R2 ¢s b2 = |b|> = R? tehét a2 — b2 = R2 — R2 = 0.

—
Tehét ﬁ €L E, és hasonloan belathaté PA L B? és ﬁ 1 ﬁ—re, vagyis P pont
csakugyan a haromszog magassagpontja.

O
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KOSZINUSZ TETEL

Tétel. Bdrmely hdromszigben az egyik oldal négyzetét megkapjuk, ha a mdsik két oldal
négyzetének 6sszegébdl kivonjuk e két oldal és az dltaluk kézbezdrt szog koszinuszdanak két-
szeres szorzatdt. Az aldbbi dbra jelélései szerint: ¢ = a® + b*> — 2abcosy

Bizonyitds. Iranyitsuk a haromszog oldalait az abrédn jeldlt modon. Ekkor az a oldal @
vektor, b oldal b vektor, c oldal ¢ vektor. Itt az @, b és ¢ vektorok abszolit értéke a haromszog
megfelel§ oldalainak hosszéval egyenls. A ¢ az @ és b vektorok kiilonbsége.

—

c=a—b

Emeljiik négyzetre (azaz ¢ vektort szorozzuk dnmagéaval skalarisan):

=,

& = (@b
Felhasznalva, hogy a skalaris szorzasnal is érvényes a disztributiv tulajdonsag:

& =a — 2ab + b*
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A skalaris szorzas definiciojabol kévetkezik, hogy minden vektor onmagaval vett skalaris
szorzata egyenld a vektor hosszanak a négyzetével: &2 = ¢2,a? = a?,b? = b2

Ugyancsak a skaldris szorzas definicidja szerint: ab=a-b- coS 7y
Igy megkaptuk az allitast: ¢ = a® + b*> — 2abcos .

A tétel és a bizonyitas a haromszoég barmelyik oldalara igaz.



